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В макроэкономических исследованиях большое внимание уделяется измерению 

процентного вклада факторов «капитал», «труд» и «совокупная факторная производи-
тельность» (TFP — total factor productivity) в приросте валового внутреннего продукта 
(ВВП). В отчете Всемирного банка отмечалось, что внедрение измерения в экономиче-
ском росте «совокупной факторной производительности» стало одним из важных дос-
тижений в экономической науке за последние пятьдесят лет [1, с.42]. 

Влияние TFP определяется на основе прошлых данных, как остаточная величина 
после учета влияния капитала и труда на темп прироста ВВП. Для измерения фактор-
ных вкладов применяют в основном степенные производственные функции (модифи-
цированную функцию Кобба-Дугласа), а соответствующие уравнения регрессии оцени-
вают математико-статистическими методами (методом наименьших квадратов и т. п.). 
Однако из-за наличия в динамических рядах ошибок статистического наблюдения не 
всегда достигается приемлемая точность оценок коэффициентов производственной 
функции. Это снижает достоверность измерения процентных вкладов факторов. В од-
ном из примеров влияние труда и капитала в совокупности составляет всего 9 %, а доля 
остатка совокупной производительности факторов, по мнению авторов, просто неверо-
ятна — 91 % [2, с.30]. 

Проблема обусловлена тем, что до сих пор показатели степени производственной 
функции (коэффициенты эластичности) не определяются логически обоснованными 
экономическими методами. В частности, осуществлялось взвешивание темпов прирос-
та труда и капитала на основе их долей в национальном доходе [3, 4]. Однако если ко-
эффициенты эластичности производственной функции принять равными удельному ве-
су соответствующих факторных результатов (заработной платы и прибыли) в нацио-
нальном доходе, то остаток TFP будет отражать общее влияние роста уровней компен-
сации труда и капитала (ставки заработной платы и нормы прибыли), а не влияние рос-
та совокупной производительности факторов производства. 

В данной статье излагаются новые элементы теории факторного анализа эконо-
мического роста посредством степенных производственных функций, а также усовер-
шенствованные методы измерения процентного вклада факторов «труд», «капитал» и 
их совокупной производительности (результативности) в приросте ВВП. 

 
1. Новые элементы теории факторного анализа экономического роста 
 
Пусть имеется  численно выраженных факторов . Их действие может 

быть оценено в некоторых однородных единицах измерения в виде частных фактор-
ных результатов , 

n nx,...,x,x 21

111 xpX = 222 xpX = , … , nnn xpX = , где  — удельная результатив-
ность -го фактора ( ). 

ip
i iii X/xp =
В периоде наблюдения  общий факторный результат определяется в виде сум-

мы 
t

ntttt X...XXW +++= 21 . 
В следующем периоде времени 1+t  соответственно 112111 ++++ +++= ntttt X...XXW . 
При экстенсивном воздействии фактора его удельная результативность  в ди-ip
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намике не изменяется. При интенсивном воздействии результативность фактора, как 
правило, повышается. 

Абсолютный прирост частного факторного результата равен разности 
ititit XXX −=Δ ++ 11 . 

Процентный вклад фактора в абсолютном приросте общего факторного результа-
та  определяется по соответствующему удельному весу, а именно ttt WWW −=Δ ++ 11

%W/XD titit 100111 ×ΔΔ= +++ .         (1) 
Таким образом, имеем равенство 

10011211 =+++ +++ nttt D...DD . 
Если известен удельный вес частных факторных результатов в общем факторном 

результате  при titit W/Xd = n,...,,i  2 1= , а также темпы роста частных факторных ре-
зультатов , то экстенсивный процентный вклад отдельного фактора в 
годовом приросте общего факторного результата определяется по формуле: 

ttt X/XJ 11111 ++ =

( ) %
J

JdD
Wt

itit
it 100

1
1

1

1
1 ×

−
−

=
+

+
+ ,         (2) 

где . ttWt W/WJ 11 ++ =
Действительно, умножив числитель и знаменатель выражения (2) на величину  

и упростив полученное выражение с учетом того, что 
tW

titit W/Xd = ; ititit X/XJ 11 ++ =  и 
, получим ttWt W/WJ 11 ++ =

%W/X%
WW
XXD tit

tt

itit
it 100100 11

1

1
1 ×ΔΔ=×

−
−

= ++
+

+
+ .   (3) 

Сравнение выражения (3) с (1) показывает их полное совпадение. 
Результаты воздействия факторов могут быть выражены в однородных единицах 

измерения, если известны показатели удельной результативности факторов . ip
На практике бывают случаи, когда величины факторов выражены лишь в нату-

ральных (первичных) единицах измерения. Поэтому рассмотрим возможность оценки 
процентного вклада факторов в приросте общего факторного результата при неизвест-
ных показателях удельной результативности факторов. 

Предположим, что в периоде времени  зависимость общего факторного резуль-
тата  от основных факторов представлена в следующей мультипликативной форме 

t
tW

( ) ( ) ( )ηβα ⋅⋅⋅= nnttttt px...pxpxAW 2211 , при 1=η++β+α ... ,  (4) 
где  — масштабирующий коэффициент; tA α , β ,…,η  — показатели степени. 
При экстенсивном воздействии факторов constpi = , поэтому для периода време-

ни  запишем 1+t
( ) ( ) ( )η+

β
+

α
+++ ⋅⋅= nnttttt px...pxpxAW 121211111 . 

После перехода к темпу роста ttWt W/WJ 11 ++ =  получим 
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Логарифмирование выражения (5) дает следующий результат 
( ) 1121111 lnlnlnlnln +++++ η++β+α+= ntttttWt J...JJA/AJ ,    (6) 

где  — темп роста (индекс) количества фактора i  в году . 1+itJ 1+t
Индексы в выражении (6) могут быть представлены следующим образом: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( 1121111 1ln1ln1lnln1ln +++++ )Δ+η++Δ+β+Δ+α+=Δ+ ntttttWt J...JJA/AJ ,  (7) 
где  — темп прироста фактора (в долях единицы). ( 111 −=Δ ++ itit JJ ) ix
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Как известно, при < 0,1 выполняется приближенное равенство b ( ) bb ≅+1ln . На-
пример, при  050,b = =051ln , 0,04879. Кроме того, при небольших темпах прироста itJΔ  
имеет место примерное равенство tt AA ≅+1 , следовательно 1 . Поэтому на ос-
новании логарифмического выражения (7) можно записать 

1 ≅+ tt A/A

112111 ++++ Δη++Δβ+Δα≅Δ ntttWt J...JJJ .       (8) 
Функциональную взаимосвязь между индексом роста общего факторного резуль-

тата и индексами роста факторов, обусловливающих этот результат, в виде зависимо-
сти 

η
+

β
+

α
++ ⋅⋅= 112111 ntttWt J...JAJJ ,          (9) 

можно использовать для приблизительного определения экстенсивного процентного 
вклада факторов в приросте общего факторного результата только в том случае, если 
показатели степени ηβα ,,,  ...   равны соответствующему удельному весу частного фак-
торного результата в общем факторном результате предшествующего периода, то есть 
когда , ,…, td1=α td2=β ntd=η . 

Так, представив (9) в виде (8) при 1≅A , получим 
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После подстановки в левую часть выражения (10) td1=α , ,…, td2=β ntd=η  на 
основе формулы (2) имеем: 

1100100100 11211 ≅+++ +++ /D.../D/D nttt . 
Следовательно, при td1=α , td2=β ,…, ntd=η  показатель  прибли-

зительно равен вкладу фактора  в приросте суммарного результата W  (в долях еди-
ницы), показатель 

111 ++ ΔΔα Wtt J/J

1x

112 ++ ΔΔβ Wtt J/J  — вкладу фактора  и т. д. Основным условием дос-
тижения указанных приближенных равенств является наличие строгого равенства 

2x

1=η++β+α ...  в (4). 
Рассмотрим пример по исходным данным, представленным в табл. 1. 
 

Таблица 1. Основные показатели, характеризующие влияние 
факторов на общий факторный результат 

Период  t Период  1+t
Факторный 
результат 

Факторный 
результат Факторы Количе-

ство 
фактора 

Удельная 
результа-
тивность 
фактора 

абсолют-
ный 

в % к 
итогу 

Количе-
ство 

фактора

Удельная 
результа-
тивность 
фактора 

абсолют-
ный 

в % к 
итогу 

1x  20 20 400 20 21,5 20 430 20,48 

2x  60 10 600 30 62 10 620 29,52 

3x  20 50 1000 50 21 50 1050 50 
Сумма   2000 100   2100 100 

 
Результаты расчета вклада отдельных факторов в абсолютном приросте общего 

факторного результата приведены в табл. 2. Как видим, экстенсивный процентный 
вклад фактора  составляет 30 %, фактора  — 20 % и фактора  — 50 %. 1x 2x 3x

Степенная функция, рассчитанная по данным периодов  и , имеет следую-
щий вид 

t 1+t

50
13

30
12

20
111 000094011 ,

t
,
t

,
tWt JJJ,J ++++ ⋅= .        (11) 

Результаты альтернативного расчета вклада факторов в абсолютном приросте 
общего факторного результата, выполненного с помощью степенной функции (11), да-
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ны в табл. 3. Из табл. 3 видно, что процентные вклады факторов, которые определены с 
помощью логарифмирования степенной функции (11), практически совпадают с анало-
гичными показателями, представленными в табл. 2. 

 
Таблица 2. Расчет процентных вкладов факторов в абсолютном 

приросте общего факторного результата 

Факторы Индекс 
роста 

Абсолютный при-
рост факторного 

результата 

Вклад фактора 
в абсолютном 
приросте, % 

1x  1,0750 30 30 

2x  1,0333 20 20 

3x  1,0500 50 50 
Всего: 1,0500 100 100 

 
При интенсивном воздействии факторов , поэтому вместо (5) можно за-

писать 
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Таблица 3. Расчет вклада факторов в суммарном абсолютном 

приросте факторного результата 
Вклад фактора, оценивае-
мый по логарифму индекса Факторы Индекс Логарифм 

индекса 

Показа-
тель сте-
пени абсолютный 

(к.3 ×  к.4) в процентах 

1 2 3 4 5 6 

1x  1,0750 0,07232 0,2 0,01446 29,7 

2x  1,0333 0,03279 0,3 0,00984 20,2 

3x  1,0500 0,04879 0,5 0,02440 50,1 
Всего: 1,0500 0,04879 1 0,04870 100,0 

 
В случае, когда величины  неизвестны, на основе (12) и (9) имеем ip

η
+

β
+

α
+++ ⋅⋅= 1121111 ntttptWt J...JJAJJ ,        (13) 

где  — индекс, отражающий совокупное влияние роста результативности 
факторов на динамику общего факторного результата. 

1+ptJ

Например, если в рассмотренном примере результативность каждого фактора 
возрастает за год на 2 %, то по аналогии с (11) получим 

50
13

30
12

20
11

0,01989663
1

,
t

,
t

,
tWt JJJeJ ++++ = ,         (14) 

где e  — основание натуральных логарифмов. 
Расчеты по данным, представленным в табл. 1, показывают, что при росте резуль-

тативности каждого фактора на 2 % процентный вклад фактора  составляет 21,13 %, 
фактора  — 14,08 %, фактора  — 35,21 %, а вклад, обусловленный повышением их 
совокупной результативности, — 29,58 %. 

1x

2x 3x

Если же воспользоваться методом логарифмирования уравнения (14), то соответ-
ствующие процентные вклады равны 21,09; 14,34; 35,57 и 29,01 %. 

Как видим, расхождение небольшое. Таким образом, если показатели факторной 
результативности неизвестны, то влияние совокупной факторной результативности на 
прирост общего факторного результата может быть измерено с некоторой степенью 
точности посредством степенной функции (13). 
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2. Новая методика расчета параметров производственной функции 
 
Проведенный анализ позволяет обосновать новый методический подход к изме-

рению вклада производственных факторов в приросте ВВП с помощью степенных 
функций, а также устранить погрешности оценивания параметров, сопровождающих 
подобные расчеты. 

Степенная производственная функция Кобба-Дугласа (1927 г.) обычно использу-
ется в следующем модифицированном виде 

( )α−αγ= 1
tt

t
t LKAeY ,          (15) 

где  — валовой внутренний продукт в году , в ценах некоторого года; tY t A  — 
постоянный коэффициент;  — множитель, учитывающий рост общей производи-
тельности капитала  и труда ;  — основной капитал, в ценах некоторого года; 

 — затраты труда, выраженные числом отработанных человеко-часов или эквива-
лентной численностью занятых; 

teλ

tK tL tK

tL
α  — эластичность ВВП по капиталу; ( )α−1  — эла-

стичность ВВП по труду. 
В (15) предполагается, что воздействие факторов  и  в динамике носит не 

только экстенсивный, но и интенсивный характер. Общее воздействие интенсивной со-
ставляющей факторов или технического прогресса отражает индекс . 

tK tL

teλ

Далее будем оценивать постоянные коэффициенты производственной функции по 
статистическим данным США, приведенным в табл. 4. 

 
Таблица 4. Макроэкономические показатели развития США в 1980-2000 гг. 

(в ценах 1996 г.), млрд. долл. 

Год ВВП 

Среднего-
довой ос-
новной ка-
питал* 

Потребле-
ние ос-
новного 
капитала 

Среднегодовая 
численность 
занятых, млн. 

чел.** 

Результа-
тивность 
капитала 

Результа-
тивность 
труда  

Доля потреб-
ления основ-
ного капита-
ла в ВВП, % 

1980 4900,9 14580,0 496,0 87,255 0,0340 50,483 10,121 
1981 5021,0 14968,3 516,7 88,056 0,0345 51,153 10,291 
1982 4919,3 15302,2 537,7 86,279 0,0351 50,784 10,930 
1983 5132,3 15610,9 557,6 86,843 0,0357 52,678 10,865 
1984 5505,2 16003,9 583,1 91,275 0,0364 53,926 10,592 
1985 5717,1 16477,8 618,2 93,772 0,0375 54,376 10,813 
1986 5912,4 16964,7 647,6 95,483 0,0382 55,139 10,953 
1987 6113,3 17434,6 675,6 98,244 0,0388 55,349 11,051 
1988 6368,4 17887,2 702,9 101,122 0,0393 56,026 11,037 
1989 6591,8 18333,3 740,1 103,837 0,0404 56,355 11,228 
1990 6707,9 18766,7 759,7 104,990 0,0405 56,655 11,325 
1991 6676,4 19139,1 786,0 103,438 0,0411 56,946 11,773 
1992 6880,0 19467,2 825,6 103,628 0,0424 58,424 12,000 
1993 7062,6 19829,5 839,6 105,503 0,0423 58,984 11,888 
1994 7347,7 20235,9 890,4 108,429 0,0440 59,553 12,118 
1995 7543,8 20677,5 912,3 111,468 0,0441 59,492 12,093 
1996 7813,2 21177,0 956,2 113,716 0,0452 60,299 12,238 
1997 8159,5 21734,5 1011,6 116,693 0,0465 61,254 12,398 
1998 8508,9 22349,7 1081,0 119,840 0,0484 61,982 12,704 
1999 8859,0 23021,9 1156,4 122,514 0,0502 62,871 13,053 
2000 9191,4 23728,5 1226,1 125,276 0,0517 63,582 13,340 
2001 9214,5 24388,6 1320,8 124,959 0,0542 63,170 14,334 

* рассчитано автором по данным о капитале на начало и конец года. О понятии «среднегодовой основной капитал» см. 
[5]. 
** Full-time equivalent employees. 
Источники: National Income and Product Accounts Tables / U.S. Bureau of Economic Analysis. –Table 1.10 (Last Revised on 
November 26, 2002); 6.5A; 6.5B; 6.5C (Last Revised on August 09, 2002). – (http://www. bea. doc. gov). 

 
Например, уравнение регрессии, оцененное с помощью метода наименьших квад-

ратов, имеет следующий вид 
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973910026090012500907048 ,
t

,
t

t,
t LKe,Y = ;         (16) 

989802 ,R = ; %,v 7460= ; 071,DW = , 
где  — валовой внутренний продукт США, в ценах 1996 г.;  — коэффициент 

вариации;  — коэффициент Дарбина-Уотсона (наилучшее значение 
Y v

DW DW ≅  2). 
Обозначим логарифмы темпов прироста ВВП, капитала и труда за весь период 

наблюдения соответственно Y , K  и L . Поскольку ( ) LKY ⋅α−+α+γ≅ 1 , то вклад ка-
питала в приросте ВВП определяется по соотношению Y/Kα , вклад труда — 
( ) Y/L⋅−α 1 , а вклад общей факторной производительности — Y/γ . Обычно приме-
няется формула ( ) ( )( )[ ]Y/LY/KY/TFP ⋅−α+α−≅γ= 11 . Остаток  называют 
«остатком Солоу» в честь Р. Солоу, — экономиста, который первым предложил такой 
подход в пятидесятых годах XX века. 

TFP

Расчеты показывают, что с помощью уравнения (16) вклад капитала в приросте 
ВВП составляет 2,0 %, вклад труда — 47,8 %, а вклад  — 50,2 %. TPF

Однако достоверно ли коэффициенты эластичности  и  в (16) отражают 
удельный вес соответствующих факторных результатов в валовом внутреннем продук-
те, а также что следует понимать под факторными результатами в отношении ВВП? 

α α−1

В факторном анализе предполагается, что наблюдаемые переменные являются 
линейной комбинацией некоторых латентных (гипотетических или ненаблюдаемых) 
факторов [6, с.8]. При использовании производственной функции для анализа структу-
ры прироста ВВП основным источником ошибок являлось то, что до сих пор никто не 
видел взаимосвязи между линейно-структурной и мультипликативной моделью ВВП. 
Поэтому не обращалось внимания на форму линейной комбинации измеряемых факто-
ров и показателей их результативности. 

На наш взгляд, в рассматриваемом случае правомерна гипотеза о наличии сле-
дующей линейно-структурной модели ВВП 

tLttKtt LpKpY += ,         (17) 
где  — результативность основного капитала или норма потребления (аморти-

зации) основного капитала (
Ktp

ttKt K/Ap = );  — результативность труда или произво-
дительность труда по чистому внутреннему продукту ( );  — объем 
потребления основного капитала в году ;  — основной капитал в среднегодовом из-
мерении, в неизменных ценах. 

Ltp
( ) tttLt L/AYp −= tA

t Kt

В соответствии с моделью (17) 000 Y/KpK=α . Это означает, что производствен-
ную функцию можно рассчитать по статистическим данным США за 1980-2001 гг. при 
коэффициенте эластичности ВВП по капиталу 101210,=α , заданном на уровне удель-
ного веса потребления основного капитала в ВВП в базовом 1980 году. Теперь уравне-
ние регрессии имеет следующий вид 

898790101210012090244033 ,,t,
ttt LKe,Y = ;        (18) 

.,DW%,v,R 121  ;7540  ;988902 ===          
По уравнению регрессии (18) вклад капитала в приросте ВВП составляет 7,7 %, 

труда — 44,1 % и совокупной факторной производительности или TFP  — 48,1 %. 
Сравнение уравнений регрессии (18) и (16) показывает, что после ввода экзогенно 

заданных коэффициентов эластичности коэффициент вариации  повысился незначи-
тельно (с 0,746 до 0,754 %), а коэффициент Дарбина-Уотсона даже улучшился — он 
возрос с 1,07 до 1,12. Поэтому при измерении процентных факторных вкладов есть все 
основания отдать предпочтение уравнению (18). 

v
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3. Аналитический метод измерения факторных 
вкладов в приросте ВВП 
 
Производственная функция не является единственным средством анализа про-

центных вкладов факторов производства в приросте ВВП. Если удельная результатив-
ность факторов может быть измерена непосредственно, то можно использовать анали-
тический метод измерения вклада факторов в приросте ВВП. Рассмотрим пример, для 
которого исходные данные заимствованы из табл. 4 и приведены в табл. 5. 

 
Таблица 5. Исходные данные для расчета аналитическим методом процентного вклада 

факторов в годовом приросте ВВП США за 1981-2001 гг. (в ценах 1996 г.) 

Год 
ВВП, 
млрд. 
долл. 

Основной 
капитал, 
млрд. 
долл. 

Затраты 
труда, 

млн. чел.

Потребление 
основного 
капитала, 
млрд. долл. 

Резуль-
татив-
ность 

капитала 

Результа-
тивность 
труда 

1980 4900,9 14580,0 87,255 496,0 0,0340 50,483 
2001 9214,5 24388,6 124,959 1320,8 0,0542 63,170 
Индекс 
роста 1,8802 1,6727 1,4321 2,6629 1,5919 1,2513 

 
По этим данным можно определить следующие показатели (в млрд. долл.): 

• Прирост ВВП за период 1981-2001 гг.: =ΔY 9214,5 – 4900,9 = 4313,60. 
• Прирост ВВП за счет увеличения применяемого труда 

( ) ( 1980198019802001 1 AYL/LYL )−⋅−=Δ  = (1,4321 – 1)·(4900,9 – 496,0) = 1903,41. 
• Прирост ВВП за счет увеличения применяемого капитала 

( 198019802001 1 AK/KYK ⋅−=Δ )  = (1,6727 – 1)·496,0 = 333,68. 
• Прирост ВВП за счет роста общей факторной результативности 

( )KLTFP YYYY Δ+Δ−Δ=Δ  = 4313,60 – (1903,41 + 333,68) = 2076,51. 
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Рис. 1. Динамика процентных вкладов TFP и производительности труда 
в приросте ВВП США в 1981-2000 гг. (расчет автора) 

 
На основании этих данных определяем, что вклад фактора «капитал» в приросте 

ВВП США за период 1991-2000 гг. составляет 7,7 %, вклад фактора «труд» 44,1 %, и 
вклад TFP — 48,1 %. Как видим, данный результат расчетов совпадает с результатом, 
полученным с помощью уравнения регрессии (18). 
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Аналитический метод измерения вклада факторов позволяет осуществить раз-
дельное измерение влияния результативности факторов на уровень показателя TFP. 
Так, прирост ВВП за счет роста результативности (производительности) труда опреде-
ляется по формуле ( ) 200119802001 LppY LLL/TPF ⋅−=Δ  = (63,170 – 50,483)·124,959 = 1585,39. 
Прирост ВВП за счет роста результативности капитала составляет 

( ) 200119802001 KaaY K/TPF ⋅−=Δ  = (0,0542 – 0,0340)·24388,6= 491,12. 
В итоге K/TFPL/TFPTFP YYY Δ+Δ=Δ  = 1585,39 + 491,12 = 2678,51. 
Таким образом, чистый вклад роста производительности труда в приросте ВВП 

США за 1981-2001 гг. составил 1585,39 /4313,6 ×100 = 36,8 %, а чистый вклад роста ре-
зультативности капитала — 491,12 / 4313,6 ×100 = 11,4 %. Соответственно, показатель 
TFP = 36,8 + 11,4 = 48,1 %. 

 
Заключение 

 
Итак, разработаны новые элементы теории факторного анализа экономического 

роста, а также установлена теоретическая взаимосвязь между линейно-структурной и 
мультипликативной моделью ВВП. На этой основе измерение процентных вкладов 
факторов производства в приросте ВВП может осуществляться двумя аргументирован-
ными способами. Во-первых, с помощью степенной модифицированной производст-
венной функции Кобба-Дугласа с экзогенно заданным коэффициентом эластичности 
ВВП по капиталу, равным удельному весу потребления основного капитала в ВВП в 
базовом году. Во-вторых, аналитическим методом, базирующимся на структурной мо-
дели ВВП в виде суммы потребления основного капитала и чистого внутреннего про-
дукта tLttKtt LpKpGDP += . 

Аналитический метод требует привлечения дополнительной информации о ре-
зультативности факторов  и , благодаря чему можно оценивать ежегодные фак-
торные вклады. Это дает возможность рассчитывать динамические ряды процентных 
вкладов факторов в приросте ВВП (см. рис. 1). Становится доступным исследование 
циклического характера трендов процентных вкладов производственных факторов и 
производительности труда в экономическом росте. Данные преимущества аналитиче-
ского метода целесообразно использовать при разработке методов упреждающей мак-
роэкономической диагностики экономического роста на основе специальной модели 
[7], а также при исследовании закономерностей роста производительности труда. 

Ktp Ltp
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